Тема 1  ОСНОВНЫЕ      ПОНЯТИЯ  ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

1.1  Классическое определение вероятности.

1.2 Основные формулы комбинаторики.

1.3 Перестановки, сочетания, размещения. Свойства сочетаний.
Основные понятия по теме:
1.1Классическое определение вероятности
Рассмотрим пространство элементарных исходов 
[image: image966.png]


, состоящее из конечного числа N равновозможных результатов испытаний. Тогда вероятностью события 
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 называют отношение числа благоприятствующих событию А элементарных исходов к общему числу всех возможных элементарных исходов 
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Это классическое определение вероятности.

1.2 Основные формулы комбинаторики
При непосредственном вычислении вероятностей часто используют формулы комбинаторики.

Перестановками называют комбинации, состоящие из одних и тех же n различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения. Число всех возможных перестановок из n элементов вычисляется по формуле:
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Размещениями называют комбинации, составленные из n различных элементов по m элементов, которые отличаются либо составом элементов, либо их порядком. Число всех возможных размещений
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1.3 Перестановки, сочетания, размещения. Свойства сочетаний.

Сочетаниями называют комбинации, составленные из n различных элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы одним элементом. Число сочетаний
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Число размещений, перестановок и сочетаний связаны равенством
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Пример 1.1. Монета брошена 2 раза. Найти вероятность того, что хотя бы один раз появится «герб».

Решение. Пространство элементарных исходов 
[image: image9.wmf])}
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 состоит из 4-х элементарных исходов, т.е. 
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 состоит из 3-х элементарных исходов, т.е. 
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. Поскольку все исходы равновозможны, то по классическому определению вероятности искомая вероятность  
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Пример 1.2. В партии из N деталей имеется n стандартных. Наудачу отобраны m деталей. Найти вероятность того, что среди отобранных деталей ровно k стандартных.

Решение. Общее число элементарных исходов равно 
[image: image14.wmf]m
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. Благоприятствующими являются исходы, когда из общего числа стандартных n взято k деталей (это можно сделать 
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 способами), а остальные m-k деталей взяты из N-n нестандартных деталей (выбираются 
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 способами). СледоваСледовательно, число благоприятствующих исходов равно 
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Задания:

1.1 Брошены 2 игральные кости. Найти вероятность того, что а) сумма выпавших очков равна 10; б) сумма выпавших очков равна 5, а произведение 6.

1.2 В ящике имеется 12 деталей, среди которых 8 окрашенных. Наудачу извлечены 4 детали. Найти вероятность того, что все детали не окрашены.

1.3 В урне 15 шаров, среди которых 8 белых. Наудачу отобраны 7 шаров. Найти вероятность того, что среди отобранных шаров 5 белых.

1.4 Набирая номер телефона, абонент забыл последние 4 цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.

1.5 Определить вероятность того, что выбранное наудачу натуральное число при возведении в квадрат даст число, заканчивающееся 6-кой.

1.6 На шести одинаковых карточках напечатаны буквы а, т, м, р, с, о. По одной наудачу извлекли 4 карточки. Найти вероятность того, что из них сложено слово «трос».

1.7 Случайно выбранная кость домино оказалась не дублем. Найти вероятность того, что вторую также взятую наудачу кость домино можно приставить к первой.

1.8 В урне 10 шаров, среди которых 6 красных. Наудачу отобраны 4 шара. Найти вероятность того, что все они не красного цвета.

1.9 Устройство состоит из 8 элементов, из которых 3 изношены. Случайным образом включено 4 элемента. Найти вероятность того, что 2 из включенных элементов изношены.

1.10 Десять книг на одной полке расставлены наудачу. Определить вероятность того, что при этом три определенные книги окажутся поставленными рядом.

1.11 Участники жеребьевки тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 100. Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона не содержит цифры 5.

1.12 В мешочке имеется 5 одинаковых кубиков. На всех гранях каждого кубика написана одна из следующих букв: о, п, р, с, т. Найти вероятность того, что на вынутых по одному и расположенных в линию кубиках появится слово «спорт».

1.13 Библиотечка состоит из 10 различных книг, причем пять книг стоят по 4 рубля каждая, три книги – по одному рублю и две книги – по 3 рубля. Найти вероятность того, что взятые наудачу две книги стоят 5 рублей.

1.14 Восемь различных книг расставляются наудачу на одной полке. Найти вероятность того,  что две определенные книги окажутся поставленными рядом.

1.15 Определить вероятность того, что выбранное наудачу натуральное число при возведении в четвертую степень дает число, оканчивающееся на 6.

Вопросы для самоконтроля
1 Классическое определение вероятности.
2 Относительные частоты и их свойства.

3 Перестановки, сочетания и размещения.

Тема 2  АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 
2.1 Элементы теории множеств. Множества и операции над ними

2.2 Аксиомы теории вероятностей.

2.3 Перестановки, сочетания, размещения. Свойства сочетаний.

Основные понятия по теме
2.1 Элементы теории множеств. Множества и операции над ними

Понятие множества является одним из основных математических понятий. Это неопределяемое понятие, его можно только описать или пояснить на примерах. Так, можно говорить о множестве букв в латинском алфавите, множество всех  книг в данной библиотеке, множестве студентов в данной группе, множестве всех точек данной линии. Чтобы задать множество, достаточно перечислить элементы или указать характеристические свойства элементов, т.е. такое свойство, которым обладают все элементы данного множества и только они.

Определение 1.1. Предметы (объекты), составляющие некоторое множество, называются его элементами.

Множество принято обозначать прописными латинскими буквами, а элементы множества – строчными буквами. То, что x является элементом множества A, записывается так: x 
[image: image19.wmf]Î

A (x принадлежит A). Запись вида x 
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A (x 
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A) означает, что x не принадлежит A, т.е. не является элементом множества A.

Элементы множества принято записывать в фигурных скобках. Например, если A – множество, состоящее из первых трех букв латинского алфавита, то его записывают так: A={a,b,c}.
Множество может содержать бесконечно много элементов (множество точек прямой, множество натуральных чисел), конечное число элементов (множество школьников в классе), либо вообще не содержать ни одного элемента (множество студентов пустой аудитории).
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Определение 1.2. Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым множеством, обозначается Ø.

Определение 1.3. Множество A называется подмноже-ством  множества B, если каждый элемент множества A принадлежит и множеству B. Это обозначается A 
[image: image22.wmf]Ì

 B          (A – подмножество B).

Пустое множество считают подмножеством любого множества. Если множество A не является подмножеством множества B, то пишут A 
[image: image23.wmf]Ë

 B.
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Определение 1.4. Два множества A и B называют равными, если являются подмножествами друг друга. Обозначают A = B. Это означает, что если x 
[image: image24.wmf]Î

A, то x 
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 B и наоборот, т.е. если 
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Определение 1.5. Пересечение множеств  A и B называют множество M, элементы которого являются одновременно элементами обоих множеств A и B. Обозначают M= A 
[image: image29.wmf]I

 B. Т.е. x 
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 A 
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 B, то x 
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A и x 
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 B. 

Записывают  A 
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 B={ x | x 
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A и x 
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 B }. (Вместо союза  и – ставятся знаки 
[image: image37.wmf]Ù

, &).
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Определение 1.6. Если A 
[image: image38.wmf]I

 B= Ø, то говорят, что множества A и B не пересекаются.

Аналогично можно определить пересечение 3-х, 4-х и любого конечного числа множеств.

[image: image961.png]


Определение 1.7. Объединением множеств A и B называют множество M, элементы которого принадлежат хотя бы одному из данных множеств. Обозначают M=A
[image: image39.wmf]U

B. Т.о. A 
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 B={ x | x 
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A или x 
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 B }. (Вместо союза или – ставится знак 
[image: image43.wmf]Ú

).

Аналогично определяется и множество A1 
[image: image44.wmf]U

 A2 
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… 
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 An. Оно состоит из элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из множеств A1, A2,…, An (а может быть, и нескольким сразу).
Пример 1.8. 1) если A={1;2;3;4;5} и B={1;3;5;7;9}, то A
[image: image47.wmf]I

B={1;3;5} и A
[image: image48.wmf]U

B={1;2;3;4;5;7;9}.

2) если A={2;4} и B={3;7}, то A
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B= Ø и A
[image: image50.wmf]U

B={2;3;4;7}.

3) если A={летние месяцы} и B={месяцы, в которых 30 дней}, то A
[image: image51.wmf]I

B={июнь} и A
[image: image52.wmf]U

B={апрель; июнь; июль; август; сентябрь; ноябрь}.

Определение 1.9. Натуральными называются числа 1,2,3,4,…, используемые для счета предметов.

Множество натуральных чисел обозначается N, N={1;2;3;4;…;n;…}. Оно является бесконечным, имеет наименьший элемент 1 и не имеет наибольшего элемента.

Пример 1.10.  A – множество натуральных делителей числа 40. Перечислить элементы этого множества. Верно ли, что 5 
[image: image53.wmf]Î

 A, 10 
[image: image54.wmf]Î

 A, -8 
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 A, 4 
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 A, 0
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 A, 0 
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 A.
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  A = {1,2,4,5,8,10,20,40}. (В,В,Н,Н,Н,В)[image: image63.png]



Пример 
1.11. Перечислите элементы множеств, заданных характеристическими свойствами: 

а) А={x | (x-1)(2x-1)(3+x)=0}, получаем  A = {1;
[image: image64.wmf]2

1

;-3}

б) B={x | -1,1< x < 5 
[image: image65.wmf]Ù

 x 
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 N}, имеем B = {1;2;3;4}.

Пример 1.12. Дано множество чисел K = {21;54;153;171;234}. Составить подмножество чисел из K, которые а) делятся на 7; б) делятся на 9; в) не делятся на 5; г) делятся на 4.
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  а) A = {21}, б) B = {54;153;171;234}, в) C = K, г) D= Ø [image: image72.png]



Пример 1.13. Множество C состоит из 11 элементов, множество D – из 8. Сколько элементов содержит C
[image: image73.wmf]I

D , если C
[image: image74.wmf]U

D содержит 15 элементов?

[image: image76.png]


  Поскольку A+B –A
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B=A
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B, тогда 11+8–15=4 [image: image81.png]
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Определение 1.14. Разность множеств A и B называется множество M, элементы которого принадлежат множеству A и не принадлежат множеству B.
Обозначают M=A \ B. 

Таким образом, A \ B={x | x 
[image: image82.wmf]Î

 A и x 
[image: image83.wmf]Ï

B}. 

Пример 1.15. Если A = {1;2;3;4;5} и B = {1;5}, то A\B={2;3;4}. 

Пусть Ω пространство элементарных исходов, F – множество всех подмножеств Ω. Любому событию A 
[image: image84.wmf]Î

 F ставится в соответствие действительное число P(A), называемое вероятностью события A, при этом выполняются аксиомы теории вероятности:

Аксиома 1. Вероятность произвольного события неотрицательна, т.е. 
[image: image85.wmf]"

 A 
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 F, P(A)
[image: image87.wmf]³

0.

Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна 1, т.е. P(Ω)=1.

Аксиома 3. (счетной аддитивности) Если A1, A2,… 
[image: image88.wmf]Î

 F и Ai∙ Aj=Ø (i
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j), то P(A1+ A2+…) = P(A1)+P( A2)+… или P(
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Определение  Бесконечное множество называется счетным, если элементы этого множества можно занумеровать натуральными числами.

Все другие множества называются несчетными (например, множество точек [a,b] ненулевой длины).
Определение  Пространство элементарных исходов называется дискретным, если оно конечное или счетное, т.е.  Ω={ω1, … , ωn} или Ω={ω1, ω2,… }.

Любому элементарному исходу ωi ставится в соответствие число p(ωi), так что при этом 
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Определение Вероятностью события A называется число P(A)=
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Пример  Бросается игральная кость. Найти вероятность выпадения нечетного числа очков.

[image: image95.png]


 p(ωi)=
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2.2 Аксиомы теории вероятностей. Дискретные пространства элементарных исходов. Классическое определение вероятности

Пусть Ω пространство элементарных исходов, F – множество всех подмножеств Ω. Любому событию A 
[image: image105.wmf]Î

 F ставится в соответствие действительное число P(A), называемое вероятностью события A, при этом выполняются аксиомы теории вероятности:

Аксиома 1. Вероятность произвольного события неотрицательна, т.е. 
[image: image106.wmf]"

 A 
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 F, P(A)
[image: image108.wmf]³
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Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна 1, т.е. P(Ω)=1.

Аксиома 3. (счетной аддитивности) Если A1, A2,… 
[image: image109.wmf]Î

 F и Ai∙ Aj=Ø (i
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j), то P(A1+ A2+…) = P(A1)+P( A2)+… или P(
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Определение 4. Бесконечное множество называется счетным, если элементы этого множества можно занумеровать натуральными числами.

Все другие множества называются несчетными (например, множество точек [a,b] ненулевой длины).
Определение 5. Пространство элементарных исходов называется дискретным, если оно конечное или счетное, т.е.  Ω={ω1, … , ωn} или Ω={ω1, ω2,… }.

Любому элементарному исходу ωi ставится в соответствие число p(ωi), так что при этом 
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Определение 6. Вероятностью события A называется число P(A)=
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Пример . Бросается игральная кость. Найти вероятность выпадения нечетного числа очков.

[image: image116.png]


 p(ωi)=
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2.3 Перестановки, сочетания, размещения. Свойства сочетаний.

Пусть имеется множество из n элементов { a1, a2,…, an}. Будем рассматривать выборки объёма k вида (
[image: image126.wmf]1
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, …, 
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j

a

) из n элементов. Все выборки можно  классифицировать по двум признакам:

1) упорядоченные и  неупорядоченные;

2) с возвращением и без возвращения.

Если выборки считаются упорядоченными, то играет роль порядок элементов в выборке. Если же выборка неупорядоченная, то все выборки с одним и тем же составом элементов отождествляются. 

Пример 5.5. Рассмотрим  множество, состоящее из трёх элементов {1,2,3}. Составим таблицу числа выборок объёма k=2 из трёх элементов.

	(1,1), (1,2), (1,3)

(2,1), (2,2), (2,3)

(3,1), (3,2), (3,3)
	(1,1), (1,2), (1,3)

          (2,2), (2,3)

                    (3,3)
	с возвращением

	(1,2), (1,3)

(2,1), (2,3)

(3,1), (3,2)
	       (1,2), (1,3)

                 (2,3)
	без возвращения

	упорядоченные
	неупорядоченные
	выборки


Общая таблица числа выборок объёма [image: image130.png]
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элементов:

	nk
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	с возвращением
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[image: image135.wmf]k

n

C


	без возвращения

	упорядоченные
	неупорядоченные
	выборки


Определение . Упорядоченная выборка без возвращения называется размещением.

Число размещений  
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Пример.  В лифт 12-этажного дома зашли 3 человека. Найти вероятность того, что все вышли на разных этажах.
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 Ω={(i1, i2, i3) | i1, i2, i3 
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{2,3,…,12}},{ i1 
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дополнительное условие для события А. Первое ([image: image147.png]


Ω –упорядоченные выборки с возвращением, n=113
. Число благоприятствующих исходов k==
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Определение.  Перестановкой из k элементов называется совокупность этих же элементов, записанных в произвольном порядке. Число перестановок из k элементов Pk=k! (0!=1).

Определение.  Произвольное  k-элементное подмножество множества, состоящего из n элементов, называется сочетанием из n элементов по k элементов.

Обозначается число сочетаний из n элементов по k элементов через
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{0,1,…,n}.
Свойства сочетаний:

1)  
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1.16 На полке в случайном порядке расставлено n книг, среди которых находится двухтомник одного автора. Найти вероятность того, что оба тома двухтомника расположены рядом.

1.17 Буквенный замок содержит на общей оси 5 дисков, каждый из которых разделен на 6 секторов с различными нанесенными на них буквами. Замок открывается при определенном наборе букв. Определить вероятность открытия замка, если установлена произвольная комбинация букв.

1.18 Из полного набора костей домино наудачу берется 5 костей. Найти вероятность того, что среди них не будет костей с шестеркой.

1.19 На восьми одинаковых карточках напечатаны буквы а, б, г, е, л, м, о, ь. По одной наудачу извлекли 6 карточек. Найти вероятность того, что из них сложено слово «Гомель».

1.20 Определить вероятность того, что выбранное наудачу целое число при возведении в третью степень дает число, заканчивающееся четной цифрой. 

1.21 Слово «керамит» составлено из букв разрезной азбуки. Затем карточки с буквами перемешиваются и из них извлекаются по очереди 4 карточки. Какова вероятность, что эти карточки составят слово «река».

1.22 В партии из 50 деталей 5 нестандартных. Определить вероятность того, что среди выбранных наудачу для проверки 6 деталей 2 окажутся нестандартными.

1.23 На стол бросается кубик, 2 грани которого окрашены. Какова вероятность того, что кубик упадет на стол окрашенной гранью.

1.24 Из последовательности целых чисел от 1 до 10 наудачу выбираются 2 числа. Какова вероятность, что одно из низ меньше 6, а другое – больше 6.

1.25 10 книг на полке расставлены наудачу. Определить вероятность того, что при этом 3 определенных книги окажутся рядом.

1.26 Набирая номер телефона, абонент забыл последние 2 цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.

1.27 В партии из 10 деталей 7 стандартных. Найти вероятность того, что среди 6 взятых наудачу деталей 4 стандартных.

1.28 Библиотечка состоит из 10 различных книг, при чем 5 книг стоят по 4 рубля каждая, 3 книги – по 1 рублю и 2 книги по 3 рубля. Найти вероятность того, что взятые наудачу 2 книги стоят 6 рублей.

1.29 Слово «книга» составлено из букв разрезной азбуки. Карточки перемешиваются и извлекаются по одной по очереди. Какова вероятность того, что карточки вновь составят слово «книга»?

1.30 Найти вероятность того, что произведение двух наудачу выбранных натуральных чисел даст число, заканчивающееся на 3.

Вопросы для самоконтроля

1 Аксиомы ТВ.
2 Операции над множествами.

3 Свойства сочетаний. Таблица числа выборок.

Тема 3  Условная вероятность и независимость событий

 3.1 Свойства вероятности.
3.2 Условная вероятность. Независимость событий.
 Основные понятия по теме:
3.1 Свойства вероятности  

Свойство 1.  Вероятность невозможного события равна 0: Р(Ø)=0.

Свойство 2.  Вероятность достоверного события равна 1: Р(Ω)=1.

Свойство 3.  Для любого события А верно, что 0
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Р(А)
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1.
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 EMBED Equation.3 [image: image179.wmf]A
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 EMBED Equation.3 


 EMBED Equation.3 
, то 01, следовательно 0
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Свойство 4. (теорема сложения вероятностей)   Если события А и В несовместимы, то вероятность их суммы равна сумме вероятностей этих событий: Р(А+В)=Р(А)+Р(В).
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Р(А+В)=
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Свойство 5. (обобщённая теорема сложения вероятностей) 

[image: image965.png]&



Р(А
[image: image197.wmf]È

В)= Р(А)+Р(В)-Р(АВ).
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Свойство 6. (теорема сложения k слагаемых)  Если события 
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  попарно несовместимы, то Р()=
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Свойство 7.  Если событие А влечёт В (А

[image: image213.wmf]Ì
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 В), то Р(А)Р(В).

[image: image217.png]


 В=А+(В\
А),  Р(В)= Р(А)+Р(В\А)Р(А). [image: image221.png]



Свойство 8.  Если событие А влечёт В (А
[image: image222.wmf]Ì
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 В),  Р(В\А)=Р(В)-Р(А)

[image: image225.png]


 из предыдущего свойства [image: image227.png]



Свойство 9. Вероятность события, противоположного событию A вычисляется по формуле: Р(Ā)=1-Р(А). A +Ā= Ω.

[image: image229.png]


 Ā = Ω\ A, 
Р(Ā)=Р(Ω) - Р(A) = 1 - Р(A), т.к. A Ω. [image: image233.png]



Свойство 10. Если события H1,H2,…,Hk образуют полную группу, то 

Р(H1)+P(H2)+…+ Р(Hk)=1.

[image: image235.png]


  по определению полной группы H1+ H2+… +Hk=Ω, 
тогда по свойству 6 Р()=(
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Определение 1.  Условной вероятностью события В при условии А называется вероятность события В в предположении, что событие А наступило.

Обозначение: Р(В|A) = PA(B). Находится по формуле: Р(В|A)=
[image: image241.wmf])
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   (1).

Теорема  (умножения вероятностей)  

Р(АВ)=Р(А)∙ Р(B|A)=P(B)∙P(A|B).

[image: image244.png]


 следует из формулы (1) [image: image246.png]



Теорема  (обобщённая теорема умножения вероятностей)

Р(А1 А2 …Аn)= Р(А1) Р(А2 | А1) Р(А3 | А1 А2) … Р(Аn | А1 А2 …Аn-1). 
[image: image248.png]


 Р(А1 А2 … Аn-1 Аn) = Р(А1 А2 … Аn-1) Р(Аn | А1 А2 …Аn-1) = 
=Р(А1 А2 … Аn-2)Р(Аn-1|А1 А2 …Аn-2)Р(Аn|А1 А2 …Аn-1) = … =

= Р(А1) Р(А2 | А1) Р(А3 | А1 А2) … Р(Аn | А1 А2 …Аn-1). [image: image250.png]




Пример.  Студент знает 20 вопросов из 25. Преподаватель задаёт 3 вопроса. Найти вероятность того, что студент знает все 3 вопроса.

[image: image253.png]


Обозначим через А – студент знает все 3 вопроса, А1 – знает первый вопрос, А2 – знает второй вопрос, А3 – знает третий вопрос.

А= А1 А2 А3, Р(А)=Р(А1 А2 А3)= Р(А1)Р(А2| А1) Р(А3| А1 А2)=
[image: image254.wmf]25

20

∙ 
[image: image255.wmf]24

19

∙
[image: image256.wmf]23

18

<
[image: image257.wmf]2

1

[image: image259.png]



Определение.  События А и В называются независимыми, если Р(АВ)=Р(А)∙Р(B).
Свойство. События А и В независимы тогда и только тогда, когда Р(В|A)=P(B). 

[image: image262.png]


 Пусть события А и В независимы, т.е. Р(АВ)=Р(А)∙Р(B), тогда  Р(В|A)=
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Определение. (независимости в совокупности) События А1, А2,…, Аn  называются независимыми (или независимыми в совокупности), если:

1) Р(Аi Аj)= Р(Аi)Р(Аj), i
[image: image268.wmf]¹

j, i,j
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{1,2,…,n} – попарно независимы,

2) Р(Аi Аj Аk)= Р(Аi)Р(Аj) Р(Аk) , i
[image: image270.wmf]¹
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k, i,j,k
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{1,2,…,n} – независимы по три,

и т.д. ……

n-1) Р(А1 А2 … Аn)= Р(А1)Р(А2) … Р(Аn).

Замечание . Из попарной независимости не вытекает независимость в совокупности.

Задания:

2.1 В точке С, положение которой на телефонной линии АВ длины L равновозможно, произошел разрыв. Определить вероятность того, что точка С удалена от точки А на расстояние, не меньше L.

2.2 На отрезке ОА длиной L числовой оси Ох наудачу поставлена точка 
[image: image273.wmf])
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x

B

. Найти вероятность того, что меньший из отрезков ОВ и ВА  имеет длину, меньшую, чем L/3.

2.3 В урне 30 шаров: 10 красных, 5 синих и 15 белых. Найти вероятность того, что наудачу выбранный шар не белого цвета.

2.4 Вероятность того, что стрелок при одном выстреле выбьет 10 очков, равна 0,1; вероятность выбить 9 очков равна 0,3; вероятность выбить 8 или меньше очков равна 0,6. Найти вероятность того, что при одном выстреле стрелок выбьет не менее 9 очков.

2.5 В ящике 10 деталей, среди которых 2 нестандартные. Найти вероятность того, что в наудачу отобранных 6 деталях окажется не более одной нестандартной детали.

2.6 Внутрь круга радиуса R наудачу брошена точка. Найти вероятность того, что точка окажется внутри вписанного в круг квадрата.

2.7 На отрезке ОА длины L числовой оси Ох наудачу поставлены две точки 
[image: image274.wmf])
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, причем 
[image: image276.wmf]x

y

³

. Найти вероятность того, что длина отрезка ВС окажется меньше, чем L/2.

2.8 Вероятность наступления события в каждом опыте одинакова и равна 0,2. Опыты производятся последовательно до наступления события. Определить вероятность того, что придется производить четвертый опыт.

2.9 Вероятность того, что изготовленная на первом станке деталь будет первосортной, равна роятность равна 0,8. На первом станке изготовлены две детали, на втором три. Найти вероятность того, что все детали первосортные.

2.10 В ящике имеются 10 монет по 20 коп., 5 монет по 15 коп. и 2 монеты по 10 коп. Наугад берутся шесть монет. Какова вероятность того, что в сумме они составят не более одного рубля?

2.11 С помощью шести карточек, на которых написано по одной букве, составлено слово «карета». Карточки перемешиваются, а затем наугад извлекаются по одной.  Какова вероятность того, что в порядке поступления букв образуется слово «ракета»?

2.12 На отрезке АВ длины 
[image: image277.wmf]а

 наудачу поставлены две точки L и М. Найти вероятность того, что точка L будет ближе к точке М, чем к точке А.

2.13 В первой урне находятся 5 белых, 11 черных и 8 красных шаров, во второй – 10 белых, 8 черных и 6 красных. Из обеих урн наудачу извлекаются по одному шару. Какова вероятность того, что оба шара одного цвета?

2.14 Вероятность того, что изделие стандартное, равна 0,9. Найти вероятность того, что из двух проверенных изделий только одно стандартное.

2.15 Среднее число пасмурных дней в июле равно шести. Найти вероятность того, что первого и второго июля будет ясная погода.

2.16 Два парохода должны подойти к одному и тому же причалу. Время прихода обоих пароходов независимо и равновозможно в течение данных суток. Определить вероятность того, что одному из пароходов придется ожидать освобождения причала, если время стоянки первого парохода – один час, а второго – два часа.

2.17 Два стрелка независимо друг от друга стреляют 0,7. При изготовлении такой же детали на втором станке эта ве по одной и той же цели. Вероятность попадания для первого стрелка равна 0,8, для второго – 0,9. Найти вероятность поражения цели (хотя бы одного попадания).

2.18 В урне 5 красных, 10 синих, 14 зеленых и 1 белый шар. Какова вероятность того, что в первый раз будет вынут красный шар, во второй раз – синий и в третий – зеленый, если шары обратно не возвращаются.

2.19 Трое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у кого раньше появится герб. Определить вероятности выигрыша для каждого из игроков.

2.20 Вероятность того, что при одном измерении допущена ошибка, равна 0,4. Производят 3 независимых измерения. Найти вероятность того, что только в одном из них допущена ошибка.

2.21 На плоскости проведены параллельные линии, расстояние между которыми попеременно равны 1,5 и 8 см. Определить вероятность того, что наудачу брошенный на эту плоскость круг радиуса 2,5 см не будет пересечен ни одной линией.

2.22 На отрезке длиной 
[image: image278.wmf]l

 наудачу выбраны две точки. Какова вероятность, что расстояние между ними меньше 
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2.23 В урне имеются n шаров с номерами от 1 до n. Шары извлекаются наудачу по одному без возвращения. Какова вероятность, что при k первых извлечениях номера шаров совпадут с номерами извлечений?

2.24 Для разрушения моста достаточно попадания одной авиационной бомбы. Найти вероятность того, что мост будет разрушен, если на него бросить четыре бомбы, вероятности попадания которых соответственно равны: 0,3; 0,4; 0,5; 0,8?

2.25 В урне имеется 5 шаров с номерами от 1 до 5 Наудачу по одному извлекают три шара без возвращения. Найти вероятность того, что извлеченные шары будут иметь номера 1,4,5 независимо от того, в какой последовательности они появились.

2.26 На плоскость, разграфленную параллельными прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии 9 см, наудачу брошен круг радиуса 3 см. Найти вероятность того, что круг не пересечет ни одной из прямых.

2.27 Вероятность попадания в мишень каждым из двух стрелков равна 0,3. Стрельба происходит по очереди, причем каждый должен сделать по два выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. Найти вероятность того, что стрелки получат приз.

2.28 Двое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у которого раньше появится герб. Определить вероятности выигрыша для каждого из игроков.

2.29 Какова вероятность извлечь из колоды в 52 карты карту пиковой масти, либо вальта, даму или короля одной масти?

2.30 Студент знает 10 из 15 вопросов. Найти вероятность, что он ответит на все 3 заданных ему вопроса.

Вопросы для самоконтроля
1 Теоремы сложения и умножения вероятностей.
2 Свойства вероятности. 

3 Вероятность хотя бы одного события.

1. Тема 4 ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ НЕЗАВИСИМЫХ ИСПЫТАНИЙ
4.1 Схема Бернулли.

4.2 Полиномиальное распределение.
4.1 Схема Бернулли
Основные понятия по теме
Пусть производятся испытания, являющиеся: 1) повторными, независимыми; 2) в любом испытании возможны только 2 исхода; 3) вероятности этих исходов постоянны, не изменяются от испытания к испытанию. Тогда вероятность того, что в 
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 независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна 
[image: image282.wmf]p

 
[image: image283.wmf])

1

0

(

<

<

p

, событие наступит ровно 
[image: image284.wmf]k

 раз вычисляется по формуле Бернулли
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где 
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4.2 Полиномиальное распределение

Вероятность того, что в 
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 независимых испытаниях, в каждом из которых может произойти только одно из событий 
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 раз, определяется формулой полиномиального распределения:
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где 
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Пример 4.1. Вероятность того, что расход электроэнергии в течение одних суток не превысит установленной нормы, равна 0,75. Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход электроэнергии в течение 4 суток не превысит нормы.

Решение: Поскольку вероятность нормального расхода электроэнергии в течение суток 
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                                                                      Задания:

4.1 В цехе 6 моторов. Для каждого мотора вероятность того, что он в данный момент включен, равна 0,8. Найти вероятность того, что в данный момент: а) включены 4 мотора; б) включены все моторы; в) выключены все моторы.

4.2 Найти вероятность того, что события А появится в пяти независимых испытаниях не менее двух раз, если в каждом испытании вероятность появления события А равна 0,3.

4.3 Событие В появится в случае, если событие А появится не менее двух раз. Найти вероятность того, что наступит событие В, если будет произведено 6 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна 0,4.                                                 4.4 Произведено 8 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна 0,1. Найти вероятность того, что событие А появится хотя бы два раза.           4.5 В каждой из шести колод карт выбирается наудачу по одной карте. Найти вероятность того, что 4 карты окажутся красной масти, а две – черной.                                                          4.6 В урне имеется 3 шара: черный, красный и белый. Из урны шары по одному извлекались 5 раз, причем после каждого извлечения шар возвращается обратно. Определить вероятность того, что черный и белый шары извлечены не менее, чем по два раза каждый.

Вопросы для самоконтроля
1 Схема независимых испытаний Бернулли.

2 Формула Бернулли.

3 Формула полиномиального распределения.

Тема 5  СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ
5. 1 Законы распределения случайных величин.

5.2 Числовые характеристики  случайных величин.
5.1 Законы распределения случайных величин

Основные понятия по теме
Случайная величина Х называется дискретной, если она принимает конечное либо счетное число значений. Дискретная случайная величина Х имеет биномиальное распределение с параметрами 
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где 
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Дискретная случайная величина Х имеет распределение Пуассона с параметром 
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Дискретная случайная величина Х имеет геометрическое распределение с параметром 
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где 
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Дискретная случайная величина Х имеет гипергеометрическое распределение с параметрами 
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5.2 Числовые характеристики случайных величин

Математическим ожиданием дискретной случайной величины Х называется число
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причем математическое ожидание существует, если ряд сходится абсолютно.

Свойства математического ожидания
1. 
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, где Х и Y – независимые случайные величины

Дисперсией случайной величины Х называется число
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Более удобна для вычислений формула
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Для дискретной случайной величины эта формула
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Свойства дисперсии

1. 
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, где Х и Y – независимые случайные величины.

Начальным моментом порядка 
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 случайной величины Х называют
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Центральным моментом порядка 
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 случайной величины Х называют
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Пример 1. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Составить закон распределения Х – числа отказавших элементов в одном опыте. Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

Решение: Дискретная случайная величина Х может принимать значения 0,1,2 и 3. Отказы элементов независимы один от другого, вероятности отказа каждого элемента равны между собой, поэтому применим формулу Бернулли. По условию 
[image: image328.wmf].

9

,

0

1

,

0

1

  

;

1

,

0

  

;

3

=

-

=

=

=

q

p

n

 Получим 
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Искомый биномиальный закон распределения Х:

	Х
	0
	1
	2
	3
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	0,729
	0,243
	0,027
	0,001


Математическое ожидание 
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 Для нахождения дисперсии используем формулу (5.7)
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Пример 2. Найти дисперсию случайной величины 
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Решение: Применяя свойства дисперсии, получим
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Задания:

5.1 Игральная кость брошена 3 раза. Написать закон распределения числа появлений шестерки.

5.2 В партии из шести деталей имеется четыре стандартных. Наудачу отобраны три детали. Составить закон распределения случайной величины Х – числа стандартных деталей среди отобранных.

5.3 Вероятность того, что стрелок попадет в мишень при одном выстреле, равна 0,8. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он не промахнется. Составить закон распределения случайной величины Х – числа патронов, выданных стрелку.

5.4 Случайная величина Х принимает значения 1, 2, 3. Известны также 
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. Найти вероятности, соответствующие возможным значениям Х.

5.5 Найти дисперсию случайной величины Х – числа отказов элемента некоторого устройства в десяти независимых опытах, если вероятность отказа элемента в каждом опыте  равна 0,9. 

5.6 Составить закон распределения вероятностей числа появлений события А в трех независимых испытаниях, если вероятность появления события в каждом испытании равна 0,6.

5.7 Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы на цель до первого попадания. Вероятность появления в цель первым бомбардировщиком равна 0,7, вторым – 0,8. Первым сбрасывает бомбы первый бомбардировщик. Составить первые четыре члена закона распределения величины Х – числа сброшенных бомб обоими бомбардировщиками.

5.8 Найти дисперсию Х – числа появлений события А в двух независимых испытаниях, если вероятности появления события в этих испытаниях одинаковы и известно, что 
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5.9 Найти начальные моменты 1,2,3-го порядка дискретной случайной величины Х, принимающей значения 2,3 и 5 с вероятностями 0,1; 0,4 и 0,5 соответственно.

5.10 Бросают две игральных кости. Составить закон распределения случайной величины Х – суммы очков, выпадающих на костях. 

5.11 Найти дисперсию случайной величины Х, принимающей значения 1,2 и 5 с вероятностями 0,3; 0,5 и 0,2 соответственно.

5.12 В партии 10% нестандартных деталей. Наудачу отобраны 4 детали. Составить закон распределения случайной величины Х – числа нестандартных деталей среди 4 отобранных.

5.13 Производится один выстрел по самолету. Вероятность попадания - 0,3. Найти закон распределения и функцию распределения случайной величины Х числа попаданий в самолет. 

5.14 Завод отправил на базу 500 изделий. Вероятность повреждения изделий в пути равна 0,002 вероятности того, что в пути будет повреждено изделий: а) менее трех; б) хотя бы одно.

5.15 Случайная величина Х может принимать два возможных значения х1 и х2 (х1 < х2). Найти закон распределения случайной величины Х, если 
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5.16 Монета подбрасывается три раза. Построить ряд распределения и функцию распределения случайного числа появлений герба.

5.17 Найти математическое ожидание дискретной случайной величины Х – числа таких бросаний пяти игральных костей, в каждом из которых на двух костях появится по одному очку, если общее число бросаний равно 20.

5.18 Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение дискретной случайной величины Х, принимающей значения 4,3; 5,1 и 10,6 с вероятностями 0,2; 0,3 и 0,5 соответственно.

5.19 Дискретная случайная величина Х может принимать 2 возможных значения х1 и х2 (х1 < х2). Найти закон распределения Х, если 
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5.20 Магазин получил 1000 бутылок минеральной воды. Вероятность того, что при перевозке бутылка окажется разбитой, равна 0,003. Найти вероятности того, что магазин получит разбитых бутылок: а) ровно 2; б) менее двух; в) более двух; г) хотя бы одну.

5.21 Случайная величина Х может принимать значения х1 и х2 (х1 < х2). Найти закон распределения Х, если  
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5.22 Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение дискретной случайной величины Х, если она принимает значения 131; 140; 160 и 180 с вероятностями 0,05; 0,1; 0,25 и 0,6 соответственно.

5.23 Производятся независимые испытания с одинаковой вероятностью появления события А в каждом испытании. Найти вероятность появления события А, если дисперсия числа появлений события в трех независимых испытаниях равна 0,63. 

5.24 Две игральных кости одновременно бросают 2 раза. Составить закон распределения случайной величины Х – числа выпадений четного числа очков на двух игральных костях.

5.25 Случайная величина Х принимает значения 3; 4; 7; 10 с вероятностями 0,2; 0,1; 0,4 и 0,3 соответственно. Найти математическое ожидание и функцию распределения Х.

5.26 Случайная величина Х принимает 2 значения х1 и х2 (х1 < х2). Найти закон распределения Х, если 
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5.27 Найти дисперсию случайной величины Х – числа появлений события А в двух независимых испытаниях, если 
[image: image354.wmf]8
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5.28 Дискретная случайная величина Х принимает значения 3 и 5 с вероятностями 0,2 и 0,8 соответственно. Найти центральные моменты 1, 2, 3 и 4 порядков.

5.29  Известно, что в партии из 10 телефонных аппаратов имеется 5 недействующих. Случайно из этой партии взято 4 аппарата. Найти  закон распределения случайной величины числа недействующих аппаратов из выбранных.                                                                                5.30 Вероятность того, что изделие стандартно, равно 0,9. В каждой партии содержится 5 изделий. Найти математическое ожидание случайной величины Х – числа партий, в каждой из которых окажется ровно 4 стандартных изделия, если проверки подлежит 50 партий. 
Вопросы для самоконтроля
1.Законы распределения случайных величин.
2 Математическое ожидание и дисперсия.

Тема 6   ЗАКОНЫ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ
6.1 Неравенство Чебышева.

6.2ТеоремаЧебышева.                                                                                              6.3Закон больших чисел в форме Бернулли.
Основные понятия по теме

0. 1 Последовательность случайных величин Х1, Х2,… называется сходящейся по вероятности к случайной величине Х, если для любого положительного числа 
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0. 2 Говорят, что последовательность случайных величин Х1, Х2,… удовлетворяют закону больших чисел, если 
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Теорема 1. Для любой случайной величины Х, имеющей конечную дисперсию DX, справедливо неравенство Чебышёва:

Для 
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Таким образом, 
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Теорема 2. (закон  больших чисел в форме Чебышёва).
Пусть Х1,Х2,…—последовательность попарно независимых случайных величин, имеющих конечные дисперсии, ограниченные одной и той же постоянной, т.е. 
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Обозначим через 
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Отсюда 
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Теорема 3. (Закон больших чисел в форме Бернулли).
Пусть μ—число успехов в n независимых испытаниях Бернулли с вероятностью успеха р в одном испытании, тогда 
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Введем случайные величины μi—число успехов в i-ом испытании. Тогда 
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 (т.е. дисперсия ограничена 
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μ1, μ2,…, μn—независимы. По закону больших чисел в форме Чебышёва 
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В чем смысл закона больших чисел в форме Бернулли?

Пусть в результате эксперимента может произойти или не произойти событие А. P(A)—вероятность события А в одном эксперименте. Эксперимент повторяется  N раз, N(A)—число появлений события А в этих  N экспериментах.
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Таким образом, закон больших чисел в форме Бернулли теоретически подтверждает устойчивость относительных частот, т.е. стабилизацию при большом числе испытаний относительной частоты вокруг вероятности (относительная частота ≈Р(А)). 

Задания:

1.Устройство состоит из 10 независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого за время T равна 0,05. С помощью неравенства Чебышева оценить вероятность того, что модуль разности между числом отказавших элементов и средним числом отказов за время Т окажется: а) меньше двух, б) не меньше-двух.                                                                                                                 2. Вероятность появления события А в каждом испытании равна ¼.                              Оценить вероятность того, что число X появлений события А заключено в пределах от 40 до 60, если будет произведено 100 независимых испытаний.                                                                                                                                                                                                                                                                         
Вопросы для самоконтроля
1 Неравенство Чебышева.

2 Теорема Чебышева.
3 Закон больших чисел в форме Бернулли.                                                                                               
Тема7 СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ                                                                     7.1Определение случайной функции.

7.2 Случайный процесс, марковский , стационарный процесс.

Основные понятия по теме
· Случайной функцией называется функция X(t), значение которой при любом значении аргумента  t является случайной величиной.
Другими словами, случайной функцией называется функция, которая в результате опыта может принять тот или иной конкретный вид, при этом заранее не известно, какой именно.

· Конкретный вид, принимаемый случайной величиной в результате опыта, называется  реализацией случайной функции.
· [image: image387.emf]X  
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Т.к. на практике аргумент t чаще всего является временным, то случайную функцию иначе называют случайным процессом.
· На рисунке изображено несколько реализаций некоторого случайного процесса.

· Если зафиксировать значение аргумента t, то случайная функция X(t) превратится в случайную величину, которую называют сечением случайной функции, соответствующим моменту времени t. Будем считать распределение сечения непрерывным. Тогда Х(t) при данном t определяется плотностью распределения p(x; t).

· Очевидно, p(x; t) не является исчерпывающей характеристикой случайной функции X(t), поскольку она не выражает зависимости между сечениями X(t) в разные моменты времени t. Более полную характеристику дает функция 
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· Говорят, что случайный процесс имеет порядок n, если он полностью определяется плотностью совместимого распределения 
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· Если плотность совместного распределения произвольных двух сечений процесса вполне его определяет, то такой процесс называется марковским.  
Пусть имеется случайная функция X(t). Возникает задача описания ее с помощью одной или нескольких неслучайных характеристик. В качестве первой из них естественно взять функцию 
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— математическое ожидание случайного процесса. В качестве второй берется среднее квадратическое отклонение случайного процесса 
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Эти характеристики являются некоторыми функциями от t. Первая из них— это средняя траектория для всех возможных реализаций. Вторая характеризует возможный разброс реализаций случайной функции около средней траектории. Но и этих характеристик недостаточно. Важно знать зависимость величин X(t1) и X(t2). Эту зависимость можно характеризовать с помощью корреляционной функции или корреляционного момента.
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Пусть имеются два случайных процесса, по нескольку реализаций которых изображено на рисунках.

У этих случайных процессов примерно одинаковые математические ожидания и средние квадратичные отклонения. Тем не менее это различные процессы. Всякая реализация для случайной функции X1(t) медленно меняет свои значения с изменением t, чего нельзя сказать о случайной функции X2(t). У первого процесса зависимость между сечениями X1(t) и 
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 второго процесса, т.е. 
[image: image400.wmf])

,

(

1

t

t

t

K

X

D

+

 убывает медленнее, чем 
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, при увеличении Δt. Во втором случае процесс быстрее «забывает» свое прошлое.

Остановимся на свойствах корреляционной функции, которые вытекают из свойств корреляционного момента пары случайных величин.

Свойство 1. Свойство симметричности 
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Свойство 2. Если к случайной функции X(t) прибавить неслучайное слагаемое 
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Действительно, 
[image: image406.wmf]=

+

-

+

+

-

+

=

+

))

(

)

(

(

)

(

)

(

)))(

(

)

(

(

)

(

)

(

(

)

,

(

2

2

2

2

1

1

1

1

2

1

)

(

)

(

t

t

X

M

t

t

X

t

t

X

M

t

t

X

M

t

t

K

t

t

X

j

j

j

j

j



[image: image407.wmf]=

-

-

+

-

-

+

=

))

(

)

(

)

(

)

(

))(

(

)

(

)

(

)

(

(

2

2

2

2

1

1

1

1

t

t

m

t

t

X

t

t

m

t

t

X

M

x

x

j

j

j

j



[image: image408.wmf])

,

(

))

(

)

(

))(

(

)

(

(

2

1

)

(

2

2

1

1

t

t

K

t

m

t

X

t

m

t

X

M

t

X

x

x

=

-

-

=


Свойство 3. 
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· Центрированной случайной функцией 
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Очевидно, математическое ожидание центрированной функции—тождественный нуль, среднее квадратичное отклонение и корреляционная функция такие же, как и у X(t).

· Нормированной называется случайная функция 
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· Процесс X(t) называется стационарным в узком смысле, если плотность его распределения 
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. Если (1) выполняется для n=2, то случайный процесс называется стационарным в широком смысле.
Для стационарных процессов
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Аналогично можно показать, что 
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· Процесс X(t) называется стационарным в узком смысле, если плотность его распределения 
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Для стационарных процессов
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Аналогично можно показать, что 
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· Положим 
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· На рисунке изображен график корреляционной функции одного из стационарных процессов.

· [image: image446.emf]

  0  

) (



x

k y



 

2

x



 


· Пусть X(t)—стационарный случайный процесс. Его корреляционная функция 
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· Теорема. Если X(t) и Y(t)—некоррелированные стационарные случайные функции, то их сумма 
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Вопросы для самоконтроля
1 Случайные функции. Случайный процесс.
2 Марковский процесс.
Тема8 РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГАУССА, СТЬЮДЕНТА, ПИРСОНА, ФИШЕРА                                                                                                               8.1Распределения Пирсона, Стьюдента, Фишера, Гаусса.

8.2 Точечные оценки неизвестных параметров. Метод моментов.
Основные понятия по теме

Пусть Xi, 
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Плотность этого распределения
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Отсюда видно, что распределение «x и квадрат» определяется одним параметром—числом степеней свободы k. С увеличением числа степеней свободы распределение медленно приближается к нормальному.

 Распределение Стьюдента.

Пусть Z—нормально распределенная величина, причем M(Z)=0, G2=1, т.е. Z~N(0,1), а V—независимая от Z величина, которая распределена по закону Х2 с k степенями свободы. Тогда величина
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Плотность распределения случайной величины t имеет вид 
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Случайная величина t имеет  математическое ожидание Mt=0, 
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 Распределение Фишера.

Если U и V—независимые случайные величины, распределенные по закону Х2 со степенями свободы k1 и k2, то величина 
[image: image465.wmf]2

1

k

V

k

U

F

=
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Распределение Фишера F определяется двумя параметрами—числами степеней свободы.

 Точечные оценки неизвестных параметров.

Предположим, что имеется выборка 
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О1. Оценкой или статистикой параметра 
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О2. Оценка 
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О4. Несмещенная оценка 
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Следовательно,
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При любом фиксированном 
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2. Проверим состоятельность оценки 
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По теореме о двух милиционерах  
[image: image555.wmf](

)

(

)

{

}

e

e

"

¾

¾

®

¾

³

-

¥

®

0

n

n

x

F

x

F

P

. 

Т.о. 
[image: image556.wmf](

)

(

)

x

F

x

F

P

n

¾

®

¾

, т.е. 
[image: image557.wmf](

)

x

F

n

  - состоятельная оценка 
[image: image558.wmf](

)

x

F

.

3. Оказывается, что эта оценка является также и эффективной.

Метод моментов.

Состоит в том, что выборочные (эмпирические) моменты принимаются за оценки соответствующих теоретических (генеральных) моментов и неизвестные параметры выражаются через эти моменты.

Начальные моменты:

1. Теоретические (генеральные)
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2. выборочные (эмпирические) 
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Центральные моменты:

1. Теоретические (генеральные)
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2. выборочные (эмпирические)
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Необходимо отметить, что теоретическая моменты – случайные величины, а эмпирические – фиксированные постоянные.

Таким образом, для получения оценок неизвестных параметров 
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Здесь оценки параметров 
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Пример1. Пусть имеется выборка  
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Найти оценки параметров 
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Задания:

Методом моментов   найти оценки параметра  a, считая , что первая и вторая выборки произведены из генеральной совокупности соответственно с плотностями распределения  Эрланга k- го порядка и 27-к порядка. 
Тема9 ИНТЕРВАЛЬНЫЕ И ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ                                                                     9.1Определение доверительного интервала.

9.2 Доверительные интервалы для математического ожидания и дисперсии.

Основные понятия по теме 
Пусть имеется выборка 
[image: image579.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

 объема n из генеральной совокупности, функция распределения которой 
[image: image580.wmf](

)

a

x

F

 зависит от неизвестного параметра 
[image: image581.wmf]a

. Полученная точечная оценка неизвестного параметра 
[image: image582.wmf]a

 не позволяет непосредственно ответить на вопрос, какую ошибку мы совершаем, принимая вместо точного значения неизвестного параметра 
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 Пусть имеется точечная оценка 
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Для построения интервальных оценок американский статистик Ю.Нейман разработал метод доверительных интервалов, который базируется на идеях английского статистика Р.Фишера. 

О. Случайные величины 
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При этом  интервал 
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 называется двусторонним доверительным интервалом для параметра 
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Замечание 1. Надежность P=0,9; 0,95; 0,99 выбирается близкой к единице, а 
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Замечание 2. В соотношение (1) случайными являются 
[image: image603.wmf]H
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Замечание 3.  Пусть 
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 - точность интервальной оценки.

Пример: Предположим, что  
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 - выборка из нормального распределения генеральной совокупности с параметрами 
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 EMBED Equation.3 [image: image624.wmf]a


Решим левое неравенство относительно 
[image: image625.wmf]a
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Решим правое неравенство относительно 
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2. Пусть 
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 - неизвестно. Надо построить ДИ для 
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 С другой стороны, по лемме Фишера:
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 - отношение Стьюдента с n-1 степенью свободы.
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Здесь  
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3. Пусть 
[image: image642.wmf]a

  - известно. Построить интервальную оценку для  
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По лемме Т1. 
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4.  Пусть 
[image: image655.wmf]a

  - неизвестно. Построить ДИ для  
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По Лемме Фишера  
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Пример: Пусть х1=2,015; х2=2,020; х3=2,025; х4=2,020; х5=2,015 – результаты независимых равноточных измерений толщины металлической пластинки.

Требуется: 1. Оценить с помощью доверительного интервала истинную толщину (математическое ожидание) пластинки. Уровень значимости 
[image: image667.wmf]a

=0,05.

Решение: Будем считать результаты измерения наблюдаемыми значениями СВ 
[image: image668.wmf]X

, имеющей нормальное распределение с неизвестными параметрами 
[image: image669.wmf]a

 и 
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s

. Найдем точечные оценки этих параметров:
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По таблице распределения Стьюдента  находим: 
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Искомый ДИ 
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2. Построить  ДИ для среднеквадратического отклонения 
[image: image679.wmf]s

 с надежностью 
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Решение: 
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По уровню значимости [image: image683.wmf]02

,

0

=

a

 и числу степеней свободы n-1=5-1=4, находим по таблице процентных точек распределения  
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 с четырьмя степенями свободы 
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[image: image687.wmf]0136
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 Задание:

Предполагая нормальность распределения генеральной совокупности для обеих выборок, построить доверительные интервалы для математического ожидания и дисперсии при уровнях значимости 0,01 и 0,05 (всего 8 интервалов).

Тема10 ЗАДАЧА ПРОВЕРКИ СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ                                                                     10.1Параметрическая гипотеза.
10.2 Гипотезы сравнения о равенстве математических ожиданий и дисперсий.

Основные понятия по теме.                                                                                                                  Проверка статистических гипотез.

Предположим, что x1,…,xn – выборка из генеральной совокупности с функцией распределения F(x). F(x) может быть полностью неизвестна, тогда можно поставить следующую гипотезу: 
H0: F(x)=F0(x), где F0(x) – конкретная функция распределения. Если вид функции распределения 
[image: image688.wmf])
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 известен с точностью до каких-то m неизвестных параметров. Тогда гипотеза 
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 - заданные числа Пусть x1,…,xn - берется из нормальной генеральной совокупности. 

Допустим 
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-известно и оно равно 1, т.е. ГС ~ N(a,1). Тогда 
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Пусть известно a=0, т.е. выборка берется из 
[image: image693.wmf](
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Пусть a и 
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 неизвестны: 
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Подчеркнутые гипотезы называются простыми, поскольку задают единственную точку в пространстве параметров. Если гипотеза задает 2 и большее число точек в пространстве, то такая гипотеза называется сложной.

H0 – основная или нулевая гипотеза.

H1 – конкурирующая гипотеза или альтернатива.

Пример: Пусть x1,x2,…,xn – выборка из нормальной генеральной совокупности с параметрами 
[image: image699.wmf])

,

(

2

s

a

N



[image: image700.wmf]0

:

,

0

:

0

0

=

=

a

H

a

H

    
[image: image701.wmf]1

:

2

0

=

s

H

 

или                          или                      и т.д
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Мы будем предполагать, что одна из H0 или H1 обязательно верна.

Пусть  X- выборочное пространство, т.е. это множество возможных значений  вектора 
[image: image704.wmf](
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. Для построения критерия проверки гипотезы в выборочном пространстве выбирается критическая область 
[image: image705.wmf]X
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таким образом, что если
[image: image706.wmf]K
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, то нулевая гипотеза H0 отвергается, т.е. принимается гипотеза H1,  а если 
[image: image707.wmf]x
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не попадает в область  K, т.е.
[image: image708.wmf]K
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, то H0 – принимается.

Обычно  K выбирается следующим образом:

D=D(x1,x2,…,xn)  - некоторая функция от выборочных ранных значений, т.е. случайная величина.

Обычно критическая область K выбирается одним из следующих 3-х способов:                          [image: image709.emf]1.K
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[image: image711.emf]3.K
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	[image: image712.emf] 
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	Правосторонняя критическая область

	2.
	[image: image713.emf] 
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	Левосторонняя критическая область

	3.
	[image: image714.emf] 
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	Двусторонняя критическая область

	
	Чаще всего двусторонняя  область строится в виде: 
[image: image715.wmf]{
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	[image: image716.emf] 
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О. Случайная величина D=D(x1,x2,…,xn) называется статистикой критерия.

Ошибки:

1. Ошибка 1-го рода возникает, если H0 – отвергается при условии, что H0 – верна.


[image: image717.wmf]a

-вероятность ошибки 1-го рода. 
[image: image718.wmf]}
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О. Вероятность ошибки 1-го рода называется уровнем значимости критерия.

2. Ошибка 2-го рода возникает тогда, когда H0 принимается, хотя она неверна (т.е. верна H1).


[image: image719.wmf]b

-вероятность ошибки 2-го рода. 
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Одновременно 
[image: image721.wmf]0
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 невозможно. Если 
[image: image722.wmf]a

 увеличивать, то 
[image: image723.wmf]b

 будет уменьшаться и наоборот.

Классическая постановка задачи заключается в следующем: 
[image: image724.wmf]0
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- фиксированное (
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 и при этом условии K выбирают из того условия, чтобы 
[image: image728.wmf]b

 была как можно меньше.

Чаще всего на практике выдвигается H0, а H1 не выдвигается и задают уровень значимости 
[image: image729.wmf]a

=0,05; 0,01; 0,005; 0,001.
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 задают таким образом, чтобы событие, имеющее вероятность  
[image: image731.wmf]a

 было практически невозможно. По этому 
[image: image732.wmf]a

 находится K, исходя из условия, что 
[image: image733.wmf]}
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Если   
[image: image734.wmf]K
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, то произошло событие с вероятностью 
[image: image735.wmf]a

, значит H0 отвергается.

Если   
[image: image736.wmf]K

x

Ï

r

, то произошло событие с вероятностью 1-
[image: image737.wmf]a

, значит H0 согласуется с экспериментальными данными.

О. Все критерии, построенные на таком принципе, называются критериями значимости.

Предположим, что имеется выборка x1,x2,…,xn из генеральной совокупности с неизвестной функцией распределения F(x). Предположим, что имеется гипотеза H0 : F(x)=F0(x), где F0(x) – заданная функция распределения.

О.  Гипотезы вида  H0 : F(x)=F0(x) называются гипотезами согласия, а критерии для проверки таких гипотез – критериями согласия.
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Предположим, что H0 – верна, тогда D0-процентная точка распределения величины D, соответствующее уровню значимости 
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Замечание. Критерий согласия является частным случаем критерия значимости.

Предположим, что имеются 2 выборки x1,x2,…,xn1, y1,y2,…,yn2 – две независимые выборки, т.е. получены независимо друг от друга. Предположим, что эти выборки характеризуют случайную величину, определяющую размер деталей.
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Тогда имеем 2 гипотезы:
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 Гипотезы сравнения.

Предположим, что x1,x2,…,xn1 и y1,y2,…,yn2 – две независимые выборки из нормальной генеральной совокупности с параметрами
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Таким образом: 
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В качестве статистики критерия берем случайную величину 
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 (по лемме о нормальном распределении).
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По лемме Фишера:
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В качестве статистики возьмем:
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По лемме Фишера:
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В качестве статистики нашего критерия возьмем 
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График плотности отношения Фишера.
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  Задание:

Предполагая две выборки независимыми, нормально распределенными, проверить гипотезы сравнения о равенстве математических ожиданий и дисперсий при уровнях значимости 0,01 и 0,05.

Тема11ДОСТАТОЧНЫЕСТАТИСТИКИ                                                                     11.1Критерии согласия.

11.2 Критерии Пирсона, Мизиса - Смирнова и Колмогорова.
Основные понятия по теме                                                                                      Критерии согласия.

Предположим, что имеется выборка x1,…,xn объема n из генеральной совокупности с неизвестной функцией  распределения F(x). H0 : F(x)=F0(x), где F0(x) – заданный закон распределения (функция распределения). 

Гипотеза такого вида называется гипотезой согласия, а критерий для проверки гипотезы согласия называется критерием согласия.

 Критерий согласия 
[image: image807.wmf]2

c

-Пирсона.

В критерии 
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- Пирсона в качестве меры отклонения теоретической функции распределения F(x) от эмпирической функции распределения Fn(x) выбирается величина 
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- число выборочных значений, попавших в интервал 
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Теорема (Пирсона).

Пусть 
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 – небольшое число. Если предположим, что H0 – верна, то 
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Задаем уровень значимости 
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Если 
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 гипотеза H0 отвергается. Если 
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H0 согласуется с экспериментальными данными.

Алгоритм следующий:

1. Разбиваем всю числовую ось на k интервалов (отрезков).

2. Находим 
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3. Производим расчет вероятностей
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4. Рассчитываем 
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5. По таблице процентных точек распределения 
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 находим 
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6. Проверяем: 
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- H0 – отвергается; 
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- H0– согласуется с экспериментальными данными.

Замечание: Пусть закон распределения 
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 Критерий 
[image: image843.wmf]2

w

 Мизиса-Смирнова.

Пусть x1,…,xn – выборка из генеральной совокупности с неизвестной функцией распределения F(x). Проверить 
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В качестве меры отклонения теоретической функции от эмпирической 
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Теорема (Смирнова). Если функция распределения F(x) непрерывна, то 
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Без доказательства.

Имеются таблицы процентных точек, позволяющие находить 
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2. Находим 
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 Критерий Колмогорова.

Имеется выборка x1,…,xn и H0: F(x)=F0(x). В качестве меры отклонения теоретической функции распределения F(x) берется 
[image: image856.wmf])

(

)

(

max

x

F

x

F

n

K

n

R

x

n

-

=

Î

.

Теорема (Колмогорова).

Если F(x) непрерывна, то
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}

{

}

å

¥

=

-

-

¥

®

-

-

=

<

=

<

1

2

1

2

2

)

1

(

2

1

lim

r

x

r

r

n

n

e

x

K

P

x

K

P

. Имеются таблицы процентных точек распределения Колмогорова.
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Алгоритм:

1. Считаем 
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 Задание:

С помощью критерия Пирсона проверить согласие  с гипотезой а) о нормальном распределении ГС для первой выборки, б) о равномерном распределении на [a,b] для второй выборки , предварительно оценив параметры по выборке, для уровней значимости 0,01 и 0,05.
Тема12 МЕТОД МАКСИМАЛЬНОГО ПРОВДОПОДОБИЯ                                                                     12.1Метод максимального правдоподобия.

12.2 Нахождение точечных оценок неизвестных параметров.

Основные понятия по теме                                                                                Метод максимального правдоподобия.

Пусть 
[image: image864.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

 выборка из генеральной совокупности, имеющей плотность 
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 - функция правдоподобия. 

Фишер предложил находить оценки 
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 принимает наибольшее значение, и являются оценками.

Введем функцию 
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Для этого составляется система
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[image: image878.png]



Выбирается то решение, которое обращает функцию правдоподобия 
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Пример2. Имеется выборка 
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Составим систему:


[image: image888.wmf](
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)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

=

=

å

å

=

=

n

i

i

n

i

i

s

x

x

n

x

x

n

a

1

2

2

2

1

.

~

1

;

1

s

)

)


Задания:

Методом максимального правдоподобия  найти оценки параметра  a, считая , что первая и вторая выборки произведены из генеральной совокупности соответственно с плотностями распределения  Эрланга k- го порядка и 27-к порядка. 

Тема13 РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ                                                                     13.1Основная теорема регрессионного анализа.

13.2Выборочные уравнения линейной регрессии.                                                 13.3 Метод наименьших квадратов.
                                          Основные понятия по теме

 Основная теорема регрессионного анализа.

Теорема (Основная теорема регрессионного анализа).

Наилучшим прогнозом случайной величины Y по случайной величине X в среднем квадратическом смысле является условное математическое ожидание 
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О. Уравнение  Y=f(X), где f(X)=M[Y|X], называется уравнением регрессии Y на X (прогноза Y по X).

Если обозначить через g(Y)=M(X|Y), то

О. Уравнение X=g(Y), где g(Y)=M(X|Y) называется уравнением регрессии X на Y (гипотеза Y по X)

О. Регрессия Y на X называется линейной, если f(X)=M(Y|X)=a0+a1X.                  (1)

О. Регрессия X на Y называется линейной, если g(Y)=M(X|Y)=b0+b1Y.

Обозначим через MX=a, MY=b, 
[image: image893.wmf]2

x

DX

s

=

, 
[image: image894.wmf]2

y

DY

s

=

 и через r коэффициент корреляции 
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Применим математическое ожидание к обеим частям уравнения (1) 
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 Вычтем из (1)-(2’)
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Применим операцию МО еще раз
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Из этого находим постоянную 
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Искомое уравнение регрессии имеет вид: 
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- уравнение линейной регрессии Y на X. Аналогично получим  уравнение линейной регрессии X на Y.

Линии регрессии:
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 EMBED Equation.3 [image: image906.wmf]
Коэффициент корреляции:
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Таким образом,

r<0 ( 
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– тупые углы;

r>0 (
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– острые углы.

Линии регрессии совпадут ( 
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Чем меньше угол β , тем точнее прогноз, который даёт линейная регрессия.

 Выборочные уравнения линейной регрессии.

На практике, как правило, иметься только выборка. Например, (
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Эмпирический коэффициент корреляции r является мерой тесноты линейной связи между двумя случайными величинами. С геометрической точки зрения это означает, что чем теснее располагаются точки на диаграмме рассеивания вокруг линии регрессии, тем выше абсолютная величина регрессии и наоборот. На рисунке 1-4 изображены несколько диаграмм рассеивания.
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рис.1
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рис.2
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рис.3
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рис.4


Диаграмма на рис.1 указывает на отрицательную функциональную связь 
(r=-1), на рис.2- на относительно высокую степень положительной корреляции (r≈0,8), на рис.3- умеренную степень отрицательной корреляции (r≈ -0,5), на рис.4 – отсутствие корреляции (r=0). По диаграмме рис.4 видно, что если коэффициент корреляции равен 0 , то независимо от того, чему равна величина переменной X , оцениваемая величина зависимой переменной всегда равна 
[image: image927.wmf]y

.

Сначала , для построения диаграммы рассеивания строят корреляционное поле, т.е. наносят на плоскость все точки.
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рис.5
	Если видят , что точки имеют тенденцию к линейной зависимости , начинают строить линейную регрессию.
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рис.6
	Если же точки расположены как на рис.6, то строят параболическую регрессию и уравнение вида параболы.


Обозначим а=МХ, в=МУ, 
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. Т.к. наши параметры неизвестны, то                                                               вместо них логично взять их оценки: 
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       cov(X,Y)=M[(X-MX)(Y-MY)]; cov(X,Y)≈
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Подставляя в уравнение линейной регрессии оценки, получаем:
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           -выборочное  уравнение линейной регрессии Y на X.
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            - выборочное уравнение линейной  регрессии X на Y.

Метод наименьших квадратов.

Эти уравнения можно получить методом наименьших квадратов:
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-некоторая ошибка измерений,    
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Метод наименьших квадратов или метод Гаусса сводиться к тому, что коэффициенты 
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нужно искать из того, что сумма квадратов ошибок стремиться к минимуму, т.е. 
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Для этого составляется функция  F(
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Берутся частные производные от F(
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 и приравнивают их к 0.
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 EMBED Equation.3 [image: image953.wmf].
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Составляется система из 2-х уравнений с 2-мя неизвестными, откуда и находятся 
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Следовательно, получаем уравнение линейной регрессии Y на X:    
[image: image958.wmf]x
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Задание:

Построить выборочное уравнение линейной регрессии Yна X, считая первую выборку значениями случайной величины X, а вторую выборку значениями Y.                              
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